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АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
КВАРЦЕВЫХ РЕЗОНАТОРОВ 
У статті пропонуються методи аналізу чутливості та оптимізації скінченоелементних моделей 
кварцевих резонаторів з високим ступенем геометричної і фізичної інформативності; орієнтовані 
на високі розмірності векторів перемінних стану і проектування. Розглянуто області застосуван­
ня розробленого математичного апарата. 
Complicated finite-element models of quartz resonators with high geometric and physical self-
descriptiveness sensitivity analysis and optimization methods are given in this article. The methods 
have guiding to orientate on high dimensions of state and design variables. The developed mathematical 
apparatus application domains are examined. 
Кварцевые р е з о н а т о р ы (фильтры, стабилизаторы частоты) являются ба­
з о в ы м элементом м н о г и х устройств радиоэлектронной , м и к р о п р о ц е с с о р н о й и 
измерительной техники. О с н о в н ы м и требованиями на стадии проектирования 
к н и м являются : обеспечение заданной резонансной частоты, максимально 
в о з м о ж н а я отстройка от паразитных резонансов , м и н и м а л ь н ы й уровень по¬
терь в пьезоэлементе и системе крепления (максимизация добротности) , сла¬
бая температурно-частотная зависимость , удовлетворение габаритным, ком¬
поновочным, конструктивным ограничениям и т.д. [1,2]. Часть этих требова¬
ний м о ж е т быть сформулирована в виде функциональных и геометрических 
ограничений, другие носят экстремальный характер. 
Проектирование кварцевого резонатора связано с в ы б о р о м геометриче¬
ской ф о р м ы пьезоэлемента и электродов. П р и этом первой задачей, возни¬
к а ю щ е й при проектировании , является определение р е з о н а н с н ы х частот и 
ф о р м колебаний. Для расчета спектра разработано несколько теорий, д а ю щ и х 
р е ш е н и е д л я пьезоэлементов простой ф о р м ы [3]. И з м е н е н и е геометрической 
ф о р м ы в ш и р о к и х пределах, необходимость вычисления функциональных 
п р о и з в о д н ы х делает трудоемким применение аналитических методов и на¬
кладывает жесткие требования к эффективности реализации конечноэлемент-
ного алгоритма. Большинство колебательных систем в зоне рабочих частот 
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и м е ю т весьма плотный или кратный спектр, что в р а б о ч е м р е ж и м е приводит к 
переходу на нежелательные ф о р м ы колебаний, как правило, неприемлемые с 
точки зрения эффективности , динамических и п р о ч н о с т н ы х характеристик. 
Число нежелательных резонансов и их близость к р а б о ч е й частоте в зна­
чительной мере определяют качество резонатора по частотной характеристи­
ке. Р а с с м о т р и м задачу увеличения п о л о с ы частот, свободной от «паразитных» 
резонансов , за счет оптимизации геометрической ф о р м ы пьезоэлемента . 
Задача оптимизации заключается в отыскании вектора к , к о т о р ы й при­
надлежит д о п у с т и м о й области II: к-<к1 <к+ I = 1,Ы и обеспечивает м а к с и м у м 
функционалу качества 3 = \Х" - Х Р \ , где Х Р - рабочая частота резонатора , Х" -
б л и ж а й ш а я к ней «паразитная». 
Ц е л ь ю проведенных исследований была разработка методики анализа 
чувствительности и оптимизации с л о ж н ы х конечноэлементных моделей квар¬
ц е в ы х резонаторов ; ориентированной на б о л ь ш и е размерности векторов пе­
р е м е н н ы х состояния и проектирования , минимальное число о б р а щ е н и й к 
процедуре прямого расчета . Разработанная методика анализа чувствительно¬
сти предполагает с л е д у ю щ у ю последовательность вычислительных этапов: 
К Э дискретизация задачи анализа; введение вектора с о п р я ж е н н ы х перемен¬
ных; введение пространства п р о е к т н ы х переменных; вычисление градиентов 
функционалов . В ы ч и с л е н и е градиентов от критерия оптимизации (или крите­
р и е в в Парето-постановке) и функциональньгх ограничений включает , во -
первых, технику д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я уравнений состояния[4] , во-вторых, 
способ введения п р о е к т н ы х п е р е м е н н ы х и связанные с н и м с о о т н о ш е н и я д л я 
п р о и з в о д н ы х от конечноэлементных матриц системы. 
Н а и б о л ь ш а я эффективность описания поведения механических элемен¬
тов резонансной вибрационной техники, р а б о т а ю щ и х в области высоких час¬
тот с п л о т н ы м или к р а т н ы м спектром, достигается использованием о б ъ е м н ы х 
к о н е ч н ы х элементов , п о з в о л я ю щ и х достаточно точно описывать геометриче¬
ские особенности конструкции, поля дина миче с ких д е ф о р м а ц и й и напряже¬
ний. Р а с с м о т р и м дифференцирование матриц жесткости и масс объемного 
изопараметрического конечного элемента . В соответствии с правилами диф¬
ференцирования с л о ж н ы х функций м о ж н о записать следующие с о о т н о ш е н и я 
*И = } } } (^ Ш ]+ БТВ^- <к*[/ ]+ ВтВВ^^)с1^с1паС 
^ Х й - 1 - 1 - 1 ^ х и ^ х и ^ х и 
йха - 1 - 1 - 1 Аха 
(1) 
где [Б] содержит упругие модули, пьезоэлектрические и диэлектриче¬
ские к о э ф ф и ц и е н т ы 
[В] = 
с Е - р 
(2) 
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где с Е - матрица модулей упругости, и з м е р е н н ы х при постоянной на¬
пряженности электрического поля; р - матрица пьезоэлектрических коэффи¬
циентов; Е - матрица коэффициентов диэлектрической проницаемости , из­
м е р е н н ы х при постоянной механической д е ф о р м а ц и и . О т м е т и м что , м а т р и ц ы 
жесткости , пьезоэлектрической и диэлектрической жесткости вычисляются 
одновременно как «обобщенная» матрица жесткости , при этом в к а ж д о м узле 
элемента считаются неизвестными т р и п е р е м е щ е н и я и потенциал электриче¬
ского поля. 
йВ й 3 -
Заметим что вычисление требует вычисления , которое может 
быть осуществлено в соответствии с представлением =3 3 , где 
й х и й х и й х и 
- матрица с н у л е в ы м и элементами, за и с к л ю ч е н и е м 1-ого столбца, к о т о р ы й 
имеет вид 
йЫ, йЫ, йЫ, 
т 
й£, йц йС 
П р о и з в о д н а я от определителя м а т р и ц ы Я к о б и м о ж е т быть получена как 
й(1е1[3] =^ е^[з], где [3] - матрица, с о в п а д а ю щ а я с матрицей Якоби , за ис¬
к л ю ч е н и е м /'-ого столбца. 
С целью д е м о н с т р а ц и и эффективности предлагаемого подхода приведем 
п р и м е р ы р е ш е н н ы х задач управления спектром колебаний. Распределение 
полей коэффициентов чувствительностей собственных частот высокочастот¬
ного кварцевого резонатора к н о р м а л ь н ы м п е р е м е щ е н и я м точек поверхности 
в заимодействующих конструктивных элементов приведено на рисунке . Пока¬
заны соответствующие ф о р м ы колебаний. 
Н а и м е н ь ш е й зависимостью ч а с т о т ы от т е м п е р а т у р ы обладают резонато¬
р ы АТ-среза , с о в е р ш а ю щ и е сдвиговые колебания по толщине . Использование 
в задачах оптимальной отстройки специализированного конечного элемента с 
линейной аппроксимацией д л я п е р е м е щ е н и й в плоскости элемента , квадра¬
т и ч н о й д л я изгибных и тригонометрической - д л я аппроксимации перемеще¬
ний по т о л щ и н е позволил выделить из общего плотного спектра только инте¬
р е с у ю щ и е изгибно-сдвиговые ч а с т о т ы и формы, которые возбуждались пере¬
м е н н ы м электрическим полем. Б л и ж а й ш и м и к р а б о ч е й являлись ч а с т о т ы ан-
г а р м о н и к (1,1,2) и (1,2,1) а наиболее и н т е н с и в н ы м и - (1,1,3) и (1,3,1). Функ¬
ц и о н а л ы отстройки записывались в д и ф ф е р е н ц и р у е м о й форме , используя 
предельное свойство степенной н о р м ы тах -^Г=(Я - 1 " + Я - " 1 ) - 1 / " - \ п } . Х а р а к т е р 
п р о е к т н ы х п е р е м е н н ы х ( толщины специализированных элементов к/), учиты¬
в а ю щ и й К'е =кеК1 +к-1 К2е и аддитивность гамильтониана , позволил п р и м е -
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нить вычислительную технологию в ы п у к л ы х аппроксимаций и дискретного 
принципа максимума . «Чистая» от ангармоник окрестность рабочей ч а с т о т ы 
р а с ш и р е н а в 3 раза. Точность м о д е л и подтверждена экспериментально . 
Анализ чувствительности 1, 3, 5, 6-ой собственных частот 
В статье приводятся результаты анализа чувствительности и оптимиза­
ции высокочастотных кварцевых резонаторов . Дальнейшие перспективы ис­
следований состоят в создании системы оптимального проектирования , по ­
з в о л я ю щ е й учесть механические , электромагнитные , температурные и другие 
характеристики. 
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